Abituraufgaben Grundkurs 2009 Bayern Analysis|

[.). Die Abbildung zeigt den Graphen G einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades mit dem
Definitionsbereich D¢ = R. Die in der Abbildung angegebenen Punkte P(1|3), N;(0/0), N2(2|0)
und N3(4/|0) sind Punkte von Gg.

a) Geben Sie den Funktionsterm von f in der Form
f(x) =a (x-b)(x-c)(x-d) an, indem Sie passende Werte
fiir a, b, ¢ € R ermitteln. Zeigen Sie, dass sich dieser in
der Form f(x) = x* - 6x2 + 8x schreiben lésst.

b) Weisen Sie nach, dass N, Wendepunkt von G ist,
und ermitteln Sie die Gleichung der zugehorigen
Wendetangente.

5 [Zur Kontrolle: Tangentengleichung y = -4x + §]

c¢) Die Wendetangente schliefSt mit den Koordinaten-
achsen ein Dreieck ein. Bestimmen Sie die Innenwinkel
dieses Dreiecks.

Betrachtet wird nun die Integralfunktion

F X|—>If(t)'dt mit Dy = R.
0

d) Berechnen Sie F(4). Was folgt daraus fiir die beiden Flichenstiicke, die der Graph Gy mit der x-
Achse im I. und im I'V. Quadranten einschliefit? Begriinden Sie Ihre Antwort. Bestimmen Sie
nun die Summe der Inhalte dieser beiden Flichenstiicke.

e) Einer der drei abgebildeten Graphen I, II oder III stellt den Graphen von F dar. Geben Sie an,
welcher dies ist, und begriinden Sie Thre Antwort, indem Sie erkldren, warum die beiden
anderen Graphen nicht in Betracht kommen.
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f) Bekanntlich ist jede Integralfunktion der Funktion f auch Stammfunktion von f. Begriinden Sie,
dass jede Integralfunktion mindestens eine Nullstelle hat. Geben Sie den Term einer Stamm-
funktion von f an, die keine Integralfunktion von f ist.



b)

In der Medizin wird radioaktives Jod-123 zur Untersuchung der Schilddriise eingesetzt. Kurze
Zeit nach der Verabreichung dieser Substanz an den Patienten wird die von der Substanz
ausgehende Strahlung gemessen, wodurch Riickschliisse auf den Zustand der Schilddriise
moglich sind. Durch radioaktiven Zerfall verringert sich die Substanzmasse. Die im Korper des
Patienten noch vorhandene Masse m des verabreichten Jod 123 ldsst sich durch den Term

m(t)=m0-e_kt mit k>0 beschreiben. Dabei gibt m( die zum Zeit-punkt t=0

verabreichte Jodmasse an; t ist die Mallzahl der seit Verabreichung vergangenen Zeit in
Stunden.

Nach einer Zeit von 13,2 Stunden ist nur noch die Héilfte der verabreichten Jodmasse
vorhanden. Bestimmen Sie hieraus den Wert des Parameters k.

[Zur Kontrolle: k ~ 0,0525]

Wie viel Prozent der verabreichten Jodmasse sind vier Stunden nach Verab-reichung im Kdorper
des Patienten noch vorhanden? Wie lange dauert es, bis 90 % der verabreichten Jodmasse
zerfallen sind?



L 6sung der Abituraufgabe Grundkurs 2009 Bayern Analysis |
(verfasst von Reinhard Seidl)

[.). Die Abbildung zeigt den Graphen Gy einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades mit dem

a)

b)

Definitionsbereich Dy = R. Die in der Abbildung angegebenen Punkte P(1|3), N;(0]0), N»(2|0)
und N3(4|0) sind Punkte von G.

Geben Sie den Funktionsterm von f in der Form f(x) = a(x-
b)(x-c)(x-d) an, indem Sie passende Werte flir a, b, c ¢ R
ermitteln. Zeigen Sie, dass sich dieser in der Form f(x) = x*
- 6x? + 8x schreiben ldsst.

In der gegebenen Form sind die Nullstellen bei x; =b, x, =¢
und x; = d, weil dann die jeweilige Klammer gleich 0, und

damit das gesamte Produkt gleich 0 wird.

Setzt man die gegebenen Nullstellen ein, so erhdlt man:

f(x)=a-(x-0)-(x-2)-(x-4)

f(x)=a-x-(x=2)-(x=4) > f(x)=a-(x’ —6x* +8x)

Um den Wert von a zu ermitteln, setzt man die Koordinaten von P( 1 | 3 ) ein:
3=a-(’-6-1°+8-1) > 3=a-(1-6+8) > 3=a3 = a=I
Die gesuchte Funktion lautet daher: f (x) =X’ —6X> +8X  (was zu zeigen war)

Weisen Sie nach, dass N, Wendepunkt von Gy ist, und ermitteln Sie die Gleichung der
zugehorigen Wendetangente.

[Zur Kontrolle: Tangentengleichung y = -4x + §]

Um Wendepunkte zu bestimmen, bendtigt man die 2. Ableitung.
f(x)=x*—6x>+8x > f'(x)=3x-12x+8 > f'(x)=6x-12
f"(x)=6 > #0, also ist die hinreichende Bedingung fiir WP erfiillt

Setzt man nun f *’(x) = 0, so ergibt sich 6x — 12 = 0 und damit x =2
Der Punkt (2 | 0 ), also N ist ein Wendepunkt.

Fiir die Wendetangentengleichung benétigt man zunichst die Steigung in WP, also bei x = 2
f'(2)=3-2>-12-2+8=12-24+8=-4 > vorliufige Tangentengleichung: y = -4x + b
Zur Bestimmung von b setzt man die Koordinaten von WP( 2 | 0 ) ein:

0=-4-2+b = b=8 Dabher lautet dice Wendetangente: y = -4x +8 (wie angegeben)



c) Die Wendetangente schliefSt mit den Koordinaten-achsen ein Dreieck ein. Bestimmen Sie die
Innenwinkel dieses Dreiecks.

Die Wendetangente bildet mit den Koordinatenachsen ein rechtwinkliges Dreieck mit den Ka-
thetenlédngen 2 (Nullstelle) und 8 (y-Achsenabschnitt).

Der Schnittwinkel mit der x-Achse ergibt sich aus der Steigung der Wendetangente y = -4x + 8.
Sie hat die Steigung m = tan(ot) = - 4. Daraus ergibt sich der Schnittwinkel mit der x-Achse:
tan(a)=-4 > o =75,76°

Da der Winkel beim Ursprung 90° ist, ist der Schnittwinkel mit der y-Achse 3 = 90° - 75,76°,
also B = 14,04°.

X
Betrachtet wird nun die Integralfunktion F: X J‘ f (t) - dt mit D= R.
0

d) Berechnen Sie F(4). Was folgt daraus fiir die beiden Flachenstiicke, die der Graph G¢ mit der x-
Achse im I. und im I'V. Quadranten einschlie3t? Begriinden Sie Thre Antwort. Bestimmen Sie
nun die Summe der Inhalte dieser beiden Flachenstiicke.

(t* -t +8t)-dt:B-t4 —6- =t +8-—-t2}

F(t)=

O Ly

1 1 Y !
i =ttt =6 =P8 =t =| =ttt 2.7 4417
Dann ist F(4) [ 4 3 4

F(4)= G-44 -2-4° +4-42j—(0)=64—128+64:0

Wenn das Integral gleich 0 ist, bedeutet das, dass die Flache oberhalb der x-Achse (,,positive
Flache*) und die Flache unterhalb der x-Achse (,,negative Flache*) gleich groB sind, da sich die
beiden Flichen wegen der unterschiedlichen Vorzeichen gegeneinander autheben.

Flache oberhalb der x-Achse A;: (von 0 bis 2)

2
A =B-t4—2-t3 +4-t2} =G-24 —2.2° +4.22J—G-04 ~2.0° +4-02j

0

A =G-16—2-8+4-4J—(0—0+0):4—16+16:4 F.E.

Da die Flache unterhalb der x-Achse dann ebenfalls 4 F.E. hat, ist die Summe der Inhalt der
beiden Flichenstiicke gleich 8 F.E.



e) Einer der drei abgebildeten Graphen I, II oder III stellt den Graphen von F dar. Geben Sie an,
welcher dies ist, und begriinden Sie IThre Antwort, indem Sie erkldren, warum die beiden
anderen Graphen nicht in Betracht kommen.
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Graph 111
Kommt nicht infrage, weil er eine Funktion 6. Grades darstellt (5 Extrema). Die Ableitung wire
dann eine Funktion 5. Grades. Da aber f(x) (die Ableitung von F(x)) nur 3. Grades ist, kommt
der Graph III nicht infrage.
Graph |
Kommt nicht infrage, weil er im Intervall | - oo ; 2 [ positive Steigung hat, der Ableitungsgraph
f(x) zeigt aber im Intervall | - o ; 0 [ negative Steigung an (d.h. er verlduft unterhalb der x-
Achse) und im Intervall ] 0 ; 2 [ positive Steigung an, d.h. er verlduft oberhalb der x-Achse.
Also kommt nur der Graph II als Stammfunktion F(x) infrage.

f) Bekanntlich ist jede Integralfunktion der Funktion f auch Stammfunktion von f. Begriinden Sie,

dass jede Integralfunktion mindestens eine Nullstelle hat. Geben Sie den Term einer Stamm-
funktion von f an, die keine Integralfunktion von f ist.

X

L)=]f(t)- dt=F(0-F(a

a

Fiir x = a ist dieses Integral also F(a) — F(a) =0 -> hat also bei x = a eine Nullstelle

1
F (X) = Z X' —2x7 +4x° Schiebt man diese Funktion jetzt um r nach oben, so hat F(x)

keine Nullstellen mehr und ist daher keine Integralfunktion mehr.

1
Also: F (X) = Z X' =2X° +4X% +T st keine Integralfunktion von f(x).



2. In der Medizin wird radioaktives Jod-123 zur Untersuchung der Schilddriise eingesetzt. Kurze
Zeit nach der Verabreichung dieser Substanz an den Patienten wird die von der Substanz
ausgehende Strahlung gemessen, wodurch Riickschliisse auf den Zustand der Schilddriise
moglich sind. Durch radioaktiven Zerfall verringert sich die Substanzmasse. Die im Korper des
Patienten noch vorhandene Masse m des verabreichten Jod 123 lédsst sich durch den Term

kt mit k > 0 beschreiben. Dabei gibt my die zum Zeit-punkt t = 0 verabreichte

m(t)=mg-e
Jodmasse an; t ist die Mal3zahl der seit Verabreichung vergangenen Zeit in Stunden.

a) Nach einer Zeit von 13,2 Stunden ist nur noch die Hélfte der verabreichten Jodmasse
vorhanden. Bestimmen Sie hieraus den Wert des Parameters k.

[Zur Kontrolle: k = 0,0525]

Es muss gelten:

rn() —k-13,2

7 =m,-€ || beide Seiten durch my dividieren
l _ g k132
7 - || beide Seiten logarithmieren
In(0,5)=-k -13,2 - In(e) || da In(e) =1 ist
In(0,5) = -k-13,2 I|:(-13,2)
In(0,5) : . , , .
k=—"==0,05251115~0,0525 (stimmt mit der angegebenen Losung iiberein)

-13,2

b) Wie viel Prozent der verabreichten Jodmasse sind vier Stunden nach Verab-reichung im Korper
des Patienten noch vorhanden?

Es ist gegeben, dass t =4 Std. ist.

n.(4) — rno . e—0,0525 -4
) =m, e

m(4) = m, - 0,810584246

Nach 4 Stunden sind also noch ca. 81,06 % des Jods vorhanden.



Wie lange dauert es, bis 90 % der verabreichten Jodmasse zerfallen sind?

Wenn 90% zerfallen sind, sind noch 10% vorhanden.

0,0525 - t

0,1 -m,=m,- e || geteilt durch mg

O 1 _ e—0,0525 -t . ' ‘ '
oL = || beide Seiten logarithmieren

ln(O,l) =—0,0525-1- ln(e) | In(e) = 1

In(0,1) =-0,0525 -t | beide Seiten : ( - 0,0525)
In(0,1) "
—0,0525

t=43,85876368 ~43,86 Std (= ca.43 Std. 51 min30s)

Nach ca. 44 Stunden sind 90 % des Jods zerfallen.



